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1. Problemstellung  
 
Ziel unseres Projekts „Golden Gate Bridge“ war es, einige interessante Aspekte der 
„Brückenphysik“ mathematisch zu untersuchen, zu modellieren und wenn möglich die 
Ergebnisse mit der Realität zu vergleichen. Das Hauptaugenmerk war dabei auf die Seilkurve 
der Hauptspanne der Hängebrücke gerichtet. Dabei ging es zunächst um die Erarbeitung 
sinnvoller Funktionsansätze sowie die Herleitung mathematischer Sätze (Bogenlängenformel), 
welche zur weiteren Berechnung benötigt wurden. Gleichzeitig sollte aber auch die 
Modellierung mittels Näherungsverfahren mit modernen Hilfsmittel wie CAS-Maple zum Einsatz 
kommen. 
Am Anfang sammelten wir Ideen zu möglichen Untersuchungs- und 
Modellierungsschwerpunkten und bearbeiteten diese in Gruppenarbeit. Die Ergebnisse wurden 
anschließend im Kurs präsentiert und sind hier im Folgenden zusammengefasst.   
 
2. Allgemeines  
 
Die Golden Gate Bridge ist eine Hängebrücke am Eingang zur Bucht von San Francisco 
(Kalifornien), dem „Golden Gate“. 
Errichtet wurde die Brücke zwischen 1933 und 1936 unter der Leitung von Chefingenieur Josef 
B. Strauss. Der Bau war seinerzeit eine enorme technische Herausforderung, und die Brücke 
war lange Zeit die längste Hängebrücke der Welt. Heute belegt die sechsspurige Brücke nur 
noch den siebten Rang unter den längsten Hängebrücken. [1] 
 
Einige technische Daten [2]: 
 
Gesamtlänge: 
1.7 miles = 8,981 ft = 2,737 m 

Maximale Auslenkung der Hauptspanne 
aufwärts: 
5.8 ft = 1.77 m 

Länge der Hauptspanne  
(Distanz zwischen den Pfeilern): 
4,200 ft = 1,280 m 

Höhe der Pfeiler über dem Meeresspiegel: 
746 ft = 227 m 

Breite der Fahrbahn: 
90 ft = 27 m 

Höhe der Pfeiler über der Fahrbahn: 
500 ft = 152 m 

Gesamtgewicht der Brücke: 
887,000 tons = 804,700,00 kg 

Durchmesser des Trageseils (mit 
Ummantelung): 
36 3/8 in. = 0.92 m 

Maximale Auslenkung der Hauptspanne 
abwärts: 
10.8 ft = 3.3 m 

Länge eines Trageseils (Gesamtlänge): 
7,650 ft = 2,332 m 

 
Umrechnung: 1 ft (amerik. foot) ≈0,3048m 
 
Weitere Daten können auch den Konstruktionsplänen (Anhang I) entnommen werden. Hier sind 
alle Angaben in feet. 
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3. Funktion der Seilkurve (Hauptspanne)  
 
3.1 Welche Art von Funktion kommt für die Seilkurve  aus physikalischer Sicht  
in Betracht?  
 
Die Seilkurve der Hauptspanne kann vereinfacht als Kettenlinie aufgefasst werden. 
Wir betrachten dazu eine homogene Kette (oder ein Seil) ohne Biegefestigkeit, welche an zwei 
Punkten A und B aufgehängt ist und deren Tiefpunkt sich im Ursprung eines kartesischen 
Koordinatensystems befindet (Fig.1). 

 

V Vertikalkraftkomponente 
H Horizontalkraftkomponente 
T Tangentialkraft 
s Bogenlänge OP 

G
k

s
=  Gewichtskraft/ Länge 

 
 
 
 
 
Fig.1 
 

An einem beliebigen Punkt P(x|y) der Kette wirke nun aufgrund des Gewichts des Bogenstücks 
OP tangential eine Kraft. Damit P sich im Kräftegleichgewicht befindet, muss diese Kraft durch 
eine tangential angreifende Gegenkraft T ausgeglichen werden. Wir können T in eine 
Horizontalkomponente H (auf dem ganzen Seil konst.) und eine Vertikalkomponente V 
zerlegen. V hängt von der Gewichtskraft und somit auch von der Länge des Bogens s(x)=OP 
ab. Es gilt: 

cos ( .)
tan ( )

sin ( )

H T konst V k
s x

V T k s x H H

α
α

α
= 

= == = 

<
<

< <
 

 
tanα  entspricht der Tangentensteigung im Punkt P und somit dem Wert der ersten 
Ableitung ( )y x′ . 

( ) ( )
k k G

y x s x a
H H Hs

′ = = =  

Ableiten führt zu: 
( ) ( )y x a s x′′ ′= <  

Mit der Bogenlängenformel (Herleitung siehe unter 4.1!) 
2

0

2

( ) 1 ( )

( ) 1 ( )

x
s x y x dx

s x y x

′= +

′ ′= +

∫  

ergibt sich durch Einsetzen die Differentialgleichung der Kettenlinie: 
2( ) 1 ( )y x a y x′′ ′= +<  

Anfangsbedingungen: 
(0) 0 (0) 0y y′= =  
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Lösung der DGL durch „Trennung der Variablen“: 
 

2

2

2

2

Setze bzw.

1

1

1

1
1

1

y y y y

y a y

dy
a y

dx
dy

a dx
y

dy a dx
y

′ ′′ ′= =

′ = +

= +

=
+

=
+∫ ∫

 

1

1

1

Formels.:

arsinh 

sinh ( )

Resubstitution

sinh ( )

y ax C

y ax C

y y ax C

= +
= +

′= = +

 

 
(Die Areasinushyper-
bolicusfkt. arsin(x) ist die 
Umkehrfunktion von sinh(x).)  

Die allgemeine Lösung der DGL lautet dann: 1 2

1
cosh( )y ax C C

a
= + +  

Durch Einsetzen der Anfangswerte ergibt sich eine spezielle Lösung: 

1 2

1

1 1

2 2

1

1
( ) cosh( )

( ) sinh( )

(0) sinh( ) 0 0

1 1
(0) cosh(0) 0

y x ax C C
a

y x ax C

y C C

y C C
a a

= + +

′ = +
′ = = => =

= + = => = −��	�


       
1 1

( ) cosh( )y x ax
a a

= −  

Da cosh( )
2

x xe e
x

−+=  definiert ist, kann man y(x) auch in der Form 
1 1

( ) ( )
2

ax axy x e e
a a

−= + −  

darstellen. 
 
3.2 Approximation der Kettenlinie als Parabel  
 
Mit Hilfe von Potenzreihenentwicklungen lassen sich Funktionen als Polynome annähern. 

So ist die Taylorsche Reihe definiert als: 
( )

2(0) (0) (0)
( ) (0) ...

1! 2! !

n
nf f f

f x f x x x
n

′ ′′
= + + + +  

Mit den Ableitungen des Funktionsterms unserer Kettenlinie 

2

1 1
( ) cosh( )

( ) sinh( )

( ) cosh( )

( ) sinh( )

......

f x ax
a a

f x ax

f x a ax

f x a ax

= −

′ =
′′ =
′′′ =

 

ergibt sich als Ansatz der Taylorreihe: 
3 5 2 1

2 4 6 2

1

( ) ...
2! 4! 6! (2 )!

n
n

n

a a a a
f x x x x x

n

−∞

=

= + + + = ∑  

Für [0;1]a ∈ konvergiert die Reihe sehr rasch, wobei schon eine quadratische Funktion eine 
hinreichend gute Näherung liefert. 

2( )
2

a
f x x=  
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3.3 Bestimmung der Seilkurve der Hauptspanne der Go lden Gate Bridge  
 
In Fig.2 sind alle für die Bestimmung der Funktion der Seilkurve wichtigen Maße eingetragen. 
Wir legen dazu die Brücke in ein xy-Koordinatensystem hinein, wobei sich der Ursprung genau 
im Mittelpunkt der Fahrbahn befindet. Ein weiterer Punkt P(640|152) befindet sich auf der Spitze 
eines Brückenpfeilers. (Die aus statischen Gründen leichte Krümmung der Fahrbahn nach oben 
wird vernachlässigt, ebenso die Tatsache, dass das Trageseil bei O nicht unmittelbar an der 
Fahrbahn befestigt, sondern auch an vertikalen Stahlseilen aufgehängt ist.) 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Fig.2 

Mit den der Skizze entnehmbaren Werten sollen nun die Parameter in den in 3.1 und 3.2 
erhaltenen Funktionstermen der Kettenlinie sowie der quadrat. Funktion belegt werden. 
 
a) Quadratische Funktion 
Der Funktionsansatz lautet: 2( )f x cx=  
Durch Einsetzen von P ergibt sich elementar:  

2

2

: 152 640

152 19
0,00037

640 51200

P c

c

=

=> = = ≈

<
 

Die Funktion lautet dann: 219
( )

51200
f x x=  

 
b) Kettenlinie 

Der Funktionsansatz lautet: 
1 1 1 1

( ) cosh( ) ( )
2

ax axg x ax e e
a a a a

−= − = + −  

Einsetzen von P ergibt: 
640 640

640 640

640 640

1 1
: 152 ( ) |

2
1 1

152 1
2 2

1 1
152 1 0

2 2

a a

a a

a a

P e e a
a a

a e e

e e a

−

−

−

= + −

= + −

+ − − =

<

 

Die entstehende Exponentialgleichung ist nicht elementar lösbar. Das Computer-Algebra-
System Maple (siehe Anhang II) liefert folgende Näherung: 0,00072887a ≈ . 
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c) Regressionsanalyse 
Aus dem Konstruktionsplan (Anhang I) der Golden Gate Bridge (Hauptspanne) können durch 
Ausmessen Datenpaare gewonnen werden. Hierbei liegt der Ursprung des Koordinatensystems 
wiederum auf der Mitte der Fahrbahn (vgl. Fig.2). 
 

x y 
0 0 

10 0,5 
20 1,0 
30 2,5 
40 4,0 
50 6,0 
60 8,0 
70 11,0 
80 14,5 
90 18,0 

100 22,0 
106 25,0  

alle Angaben in mm 

Maßstab: 
320

1 6,04
53

mm m m≈�  

 
Maple errechnet mit dem quadratischen Ansatz 2y cx=   für  

0,0003693c ≈ . 
 
Dieser Wert stimmt also recht gut mit dem unter a) elementar 
erhaltenen Koeffizienten im quadrat. Funktionsterm überein. 
 

 
Vergleich der Funktionen: 
Wie aus den Graphen der Funktionen sowie der Darstellung der Differenzfunktion ( ) ( )g x f x−  
ersichtlich wird (Anhang II), sind die Abweichungen sehr gering. Somit liefert bereits die 
quadrat. Funktion aus a) hinreichend gute Werte. 
 
4. Länge des Trageseils  
 
Die Länge des Trageseils der Hauptspanne der Golden Gate Bridge entspricht der Länge des 
Bogens der Seilkurve zwischen den beiden Pfeilern. 
 
4.1 Herleitung der Bogenlängenformel  
Analog zur Definition des Integrals zerlegen wir das Intervall [a;b], auf dem die Bogenlänge der 
Funktion f bestimmt werden soll, in mehrere Teilintervalle der Länge x∆  (Fig.3). 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Fig.3 

Die Summe der Längen der Sehnenstücke p1, p2, ..., pn stellt bei hinreichend kleinen 
Teilintervallen eine Näherung der Länge des Bogenstücks dar. 
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Nach dem Satz des Pythagoras gilt: 

2 2
1 1

2
2 1

2

2
1

1 2

( ) ( )

( )
( ) 1

( )

( )
1

( )

p x y

y
x

x

y
p x

x

= ∆ + ∆

 ∆= ∆ + ∆ 

∆= ∆ +
∆

<  

Summenbildung führt zu: 
1 2

22 2

1 2

...

1 1 ... 1

n n

n

S p p p

yy y
x

x x x

= + + +

 ∆∆ ∆      = ∆ + + + + + +      ∆ ∆ ∆      

 

Die Näherung der Bogenlänge wird immer besser, je kleiner die Teilintervalle sind bzw. je mehr 
kleine Sehnenstücke auf dem Intervall [a;b] aufaddiert werden. 

Wir lassen daher 0x∆ →  und n → ∞  laufen. Der Grenzwert 
2

2

0
lim ( )
x

y
f x

x∆ →

∆  ′= ∆ 
 entspricht dem 

Quadrat der Ableitung der Funktion f.  
Der Grenzwert der Summe der Teilintervalllängen ist ein Integral. 

2lim 1 ( )
b

n an
S f x dx

→∞
′= +∫  

 
Satz: Die Bogenlänge l einer differenzierbaren Funktion f auf dem Intervall [a;b] beträgt: 

21 ( )
b

a
l f x dx′= +∫  

 
4.2 Berechnung der Trageseillänge zwischen den Pfeil ern  
 
Elementare Berechnung mit der Funktion der Kettenlinie: 

1 1
( ) cosh( )

( ) sinh( )

f x ax
a a

f x ax

= −

′ =
 

In die Bogenlängenformel eingesetzt erhält man: 
640 2

640
1 sinh ( )l ax dx

−
= +∫  

aus Symmetriegründen gilt: 
640 2

0

640 2

0

640

0

2 1 sinh ( )

2 cosh ( )

1 2
2 sinh( ) sinh(640 )

l ax dx

ax dx

l ax a
a a

= +

=

 = =  

∫
∫ Formels.:  

2 2

2 2

cosh sinh 1

cosh 1 sinh

x x

x x

− =
= +

 

Mit den Näherungswert 0,00072887a ≈ aus 3.3b) ergibt sich für 1326,93l m≈ . 
Die Bogenlänge kann natürlich auch näherungsweise mit Hilfe des graphischen 
Taschenrechners (GTR) oder Maple berechnet werden. So ergibt sich mit der quadrat. Funktion 
aus 3.3a) für 1326,62l m≈ . 
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5. Auswirkungen der Wärmeausdehnung des Trageseils  
 
Das Trageseil der Golden Gate Bridge besteht aus Stahl, welcher sich bei 
Temperaturschwankungen ausdehnt bzw. zusammenzieht, was zu einer Absenkung bzw. 
Anhebung der am Trageseil aufgehängten Fahrbahn führen kann. 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Fig.4 

Längenausdehnungskoeffizient von Stahl: 5 1( ) 1,17 10Stahl Kα − −= <  
Die verkürzte Bogenlänge k bei Abkühlung berechnet sich dann: (1 )k l α ϑ= − ∆ . 
Als Temperaturdifferenz nehmen wir ϑ∆ =30K zwischen Sommer und Winter an. 

Mit der Funktion 219
( )

51200
f x x=  für die Seilkurve ergibt sich eine Bogenlänge von 1326,62l m≈ . 

Als neue Bogenlänge erhalten wir: 5 1(1 1,17 10 30 ) 1326,16k l K K m− −= − ≈< <  

Nun müssen wir der Bogenlänge k eine neue quadrat. Funktion 2( )g x bx=  zuordnen, wobei b zu 
bestimmen ist. 
Der Ansatz lautet dann mit der Bogenlängenformel: 

640 2 2

0

( ) 2

2 1 4

g x bx

b x dx k

′ =

+ =∫
 

Die Integralgleichung wird näherungsweise mit Maple nach b aufgelöst: 0,0003692b ≈  
Die neue, stärker gestauchte Parabel schneidet den Brückenpfeiler nun etwas unterhalb der 
Spitze bei 152m. Da das Seil aber immer noch an den Spitzen der Pfeiler aufgehängt ist, 
müssen wir die Parabel um ein Stück nach oben verschieben. Damit wandert auch deren 
Scheitel um die entsprechende Länge d nach oben. Rechnerisch bestimmen wir d als Differenz 
der Höhe der Pfeilerspitze (152m) und dem y-Wert des Schnittpunktes des Graphen der 
Funktion g mit dem Pfeiler g(640). Schließlich ergibt sich eine neue Funktion h, deren 
Funktionsterm sich aus dem Term von g durch Addition von d ergibt (Fig.4). 

2

152 (640)

0,7844m

( ) 0,0003692x 0,7844

d g

d

h x

= −
=> ≈
=> = +

 

Die Fahrbahn würde sich infolge der Kontraktion des Stahls bei Abkühlung im Winter also nur 
um etwa 78 cm anheben. 
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6. Quellenangaben  
 
[1] http://de.wikipedia.org/wiki/Golden_Gate_Bridge 
Artikel aus dem Online-Lexikon zu allgem. Informationen zur Golden Gate Bridge. 
 
[2] http://www.goldengatebridge.org 
Die „offizielle Webseite“ der Golden Gate Bridge mit sehr umfangreicher Datensammlung. 
 
[3] Faszination Brücken; Richard J. Dietrich; Callwey-Verlag; 1998  
Hier sind die Konstruktionspläne der Brücke zu finden. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


